Poutziti grafickych kalkuldtori ve vyuce matematické
analyzy — nespojité funkce
Milan Votava!

Pojem nespojitosti funkee, druhy bodd nespojitosti, pojmy limita funkee, limita zleva a zprava

délaji ¢asto mnohym studentiim i na vysoké gkole potiZe. I kdy# jde pfevaing o udivo stfedni

gkoly, jsou Casto védomosti studentii v této S4sti matematiky na pomérné nizké tirovni, Pokud

chceme problrax‘u tohoto uéiva zpestiit ukézkou grafi nespojitych funkei na obrazovce p.oéitaée

narazime obyéejlné na to, Ze potitat se ,sna¥“ vykreslit i nespojitou funkei jako spojitou takié
graf, ktery dostdvdme, neni spravny. Ukézky zobragzeni grafii funkei '
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Y 2. (Il? — 1) ) y= -1 °

sejmuté z obrazovky potitade, jsou na obr. 1-3 (Byl pousit program MAPLE V, verze 4.00 c)

Y = arctan
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Jak je vidt, grafy na obr. 2, 3 nejsou zobrazeny spravné (svisla pfimka na obr. 2 nenf
asymptota funkee, ale &st grafu), graf na obr. 1 sice nenf mo#no povaZovat za chybny, ale pro
dokresleni vykladu o nespojitych funkcich neni vhodny.

Mala rozlidovaci schopnost displeje grafickych kalkuldtordl, coZ se uvadf jako jedna z hlav-
aich nevyhod oproti poéitadi, se zde ukazuje jako vyhodna, protoZe pii vhodné volbé rozsahu
soufadnic na displeji je nespojitost funkce na grafu pom&mé dobie viditelnd. Pied pouZitim ve
yyuéovéni je oviem t¥eba zobrazeni jednotlivych funkei pfi riiznych rozsazich soufadnic predem
yyzkouset, aby vysledek spinil odekévéani. Uvedu ngkolik piikladi pou#iti grafického kalkuldtoru
T1-83 (Texas Instruments), ktery jsem mél k dispozici, které ilustrujf uvedené tvrzeni. Jestlize
tedy chceme zobrazit nespojitou funkci na uvedeném grafickém kalkuldtoru, musime zvolit, jak
u# bylo feeno, vhodny rozsah. Nebudeme se zde zabyvat technickou strankou vytva¥eni grafi
funkef na displeji a z toho plynoucimi vypodty vhodnych rozsahl soufadnic, ale omezime se na
praktické vyuZiti. K ilustraci uéiva bude dostadujici, pokud pouZijeme funkee, jejichz body ne-
spojitosti maji celogiselné x-ové soufadnice. V tomto piipadé je vhodnym ,magickym &islem“
9,4 na ose X, které souvisi s rozliSovaci schopnosti displeje. JestliZe tedy zvolime rozsah roven
tomuto &slu (nap¥. Ty = —4,7, Tmez = 4,7) nebo jeho nasobku, zobrazi se graf nespojité
funkee nespojité, pokud ale rozsah bude jiny, nemusi byt nespojitost na displeji vidét.

Zvolime-li nap¥. funkci

a rozsah pomoci tlad¢itka WINDOW:

Tmin = -.41’ 7: Tmaz = 4)7y Ymin = -3,1, Ymaz = 3, 1?
dostaneme graf, ktery je na obr. 4. Jak vidime nespojitost funkce v bodé = = 1 je velmi dobfe
viditelna (uvedeny rozsah zobrazen{ miiZeme také nastavit pomoci tlagitka ZOOM a polozky

4; Zdecimal). P¥i zméné& rozsahu (zménime napt. z,,;, na hodnotu z,;, = —4,8) se nespojitost

iz na grafu neobjevi (obr. 5).
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Obr. 4 Obr. 5

Podobné je to pii zobrazeni funkce

pfi rozsahu  Tpin = —4,7, Zinas = 4,7, Ymin = =3 1, Ymaz = 3,1

y:
T -

arozsaht  ZTpmin = —4,5, Zmez = 4,7, Ymin = —3, 1, Ymaz = 3, 1.

Oba pifpady jsou na obr. 6 a obr. 7. (Svisla pifmka na obr. 7 opét nenf asymptota, ale ¢ast
grafu)
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Obr. 6 Obr. 7
Obdobn& napf. funkce
y = arctan -
se zobrazi pii rozsahu ©min = —4,7, Tmaz = 4,7, Ymin = —3, 1, Ymazr = 3, 1 nespojité (obr. 8) a
napt. pfi rozsaht Tpin = =4, 7, Tmer = 4,5, Ymin = —3, 1, Ymaz = 3,1 dostaneme v okoli bodu

2 = 1 chybny graf (obr. 9).
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Obr. 8 Obr. 9

V piipadg, e jde o funkei, jejiz limita je ve (vlastnim) bod& nespojitosti nevlastni, nenf
tieba davat pozor na rozsah zobrazeni, protoZe ,spojeni grafu” je mimo displej. Na obr. 10 je
zobrazena funkce

1
v= (z+2)?
pti rozsaht Tmin = —4,7, Tmaz = 4,7, Ymin = —3,1,Ymes = 10 & na obr. 11 je stejna funkce
pii rozsahu Timin = ~8 Tmar = 5,¥min = —3,1,Ymez = 10 . V obou piipadech graf odpovida
skuteénosti.
Obr. 10 Obr. 11

Na grafech (obr. 4, 6, 8, 10, 12, 13) mohou studenti vid&t riizné druhy bodd nespojitosti. Od-
stranitelny bod nespojitosti je na obr. 4, bod nespojitosti I. druhu na obr. 8 a body nespojitosti
I1. druhu jsou na obr. 6, 10, 12 a 13. Na obr. 12 je graf funkce

z?

72 -1

y:

a na obr. 13 je graf funkce
1

y=(z—1)es -1,
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Obr. 12 Obr. 13

Déle lze na téchto grafech ukdzat geometricky vyznam limity, limity zleva, limity zprava,
neexistence limity, pokud se limita zleva a zprava nerovna (obr. 6, 8) a naopak existence limity,
pokud se jednostranné limity rovnaji (obr. 4, 10). Myslim si, Ze je dobré ukézat i piiklad, ktery
ukazuje to, Ze limita zleva mbiZe byt vlastni a limita zprava nevlastni {obr. 13). Tyto ukédzky
jisté prisp&jf k v&ts ndzornosti vykladu a hlubsimu pochopeni tohoto udiva.

Ze je tieba piedem zvolit nejen vhodny rozsah, ale i vhodnou funkei, je vidét nap¥. na obr.12.
a 13 . Pro funkei 4 = tan z se mi nepodafilo najit takovy rozsah, aby byla zobrazena v okoli bodt
nespojitosti spravné (na obr.12 je pii rozsahtt Tpmin = —4, 7, Tmaz = 4,7, Ymin = —10, Ymae = 10),
a pii zobrazeni funkce

-1
T z-1
pii rozsaht Timin = —4,7, Tmaz = 47, Ymin = —3, 1, Ymaz = 10 je ,pFeruSeni® grafu prilis

velké a tedy k ilustraci udiva nepfili§ vhodné.
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Obr. 14 Obr. 15

Z uvedenych piikladd je vidst, Ze pouZiti grafickych kalkuldtord neni, v dob¥ poditadi
s mnohem kvalitn&jsim zobrazenim, néjakym anachronismem, ale Ze tyto kalkuldtory mohou byt
mnohem levngj$i a dostupngjéi a nékdy i vhodn&jsi a ndzorn&j¥f pomickou pfi vyuce nékterych
partif matematické analyzy.
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