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Uvazujme situaci, kdy je piedloZen test s volbou odpovédi subjektu, s cilem zméfit,
jaky dil latky, ktera je pfedmétem zkousky, subjekt skute¢ng oviada.

Test je tvofen n polozkami (otazkami, ulohami). Spolu s kaZdou testovou polozkou se
picdklada subjektu g alternativ odpovédi (g=2,3,4,...); pravé jedind z nich je spravnym fedenim,
zatimco zbylych g-1 alternativ pusobi jako distraktory (fale3né nabidky).

V ramci administrace testu je subjekt instruovan, Ze méd prav€ jednu z nabizenych
altcrmativ zvolit (oznadit, zadkrtnout, zakrouzkovat) v souladu se svou pfedstavou o feeni tilohy.
Je pouden, Ze spravnd je pravé jedind alternativa a Ze zbylych g-1 alternativ jsou feleni nespravna.
Zaroveti je upozomén na moznost dosdhnout spravného fedeni ndhodnym uhadnutim i v pfipadg,
kdy si neni spravnosti své volby jist. Tim jsou vymezeny tfi veliCiny, jejichz vztah bude
pfedmétem zajmu:

1.Rozsah testu (pofet testovych poloZek) n a pocet alternativnich odpovédi q,
predkladanych subjektu s kaZdou testovou poloZkou. Obé tyto velidiny jsou kontrolovany (fizeny)
autorem testu, piipadné examinatorem v ramci projektu, pripravy, sestavovani testu.

2. Relativni podil ldtky, kterou subjekt ovlddd (¢i neovladd), z tématu, jez je predmétem
zkoudeni (ovEfovani, zjiSt'ovani, mé&feni). Tuto veli¢éinu budeme formalizovat symbolem =
(0<z<1), pro podil latky, ktery subjekt neovlada. Specifikuje ji svymi znalostmi zkouseny subjekt.
Veli¢Gina 7 neni dostupnd pfimému méfeni; lze viak predpokladat, Ze ovliviiuje n&které dalsi
veli¢iny, které uz pfimému méfeni dostupné jsou - a miZe se proto stit objektem indukce,
usuzovani z toho, co lze méfit, na to, co méfit nelze. A protoZe jsou tu dobré divody chapat vztah
mezi piimo méfitelnym a pfimo neméfitelnym jako vztah statisticky, je piirozené sihnout po
metodach statistické indukce, odhadovani parametrii vhodného modelu a testovani hypotéz o
parametrech takového modelu.

Elementarnim zplisobem se da vySe naznadena  pfedstava zachytit mnoZinovym
diagramem: prvky universa znalosti se rozkladaji do dvou podmnozZin. Jedna obsahuje poznatky
subjektu nezndmé - mira jeji mohutnosti je 7z Do druhé patfi poznatky subjektu znamé - jeji mira
jerovna l-z (viz Obr.a).

Obr.a
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Stav védomosti, které subjekt o pfedmétu ma, se promitd do jeho chovani, reakci.
V situaci testovéni je elementami reakci subjektu na otdzku odpovéd’, feeni diléi dlohy, polozky
testu.

Oznaéme symbolem p pravdépodobnost, Ze odpovéd’ subjektu na uvaZovanou otizku
testu bude nespravna; 1-p je pak dopliikova pravd&podobnost, Ze subjekt vyfesi ulohu spravné.

Za predpokladu, Ze

(a) testové polozky jsou ndhodnymi prvky universa znalosti daného tématu a

(b) pro subjekt bez znalosti tématu polozky je g nabidnutych alternativnich odpovédi
souborem rovnocennych moznosti volby (bez preference), lze zavislost dimenze odpovédi na
dimenzi znalosti popsat pomoci elementamiho vzorce pro Uplnou pravdépodobnost nidhodnych
jevia

l-p=@-m+Z , (1)
q

v némZ je formulovana skute¢nost, Ze subjekt ovladajici latku zkouSené otdzky odpovi spravné s
jistotou, zatimco subjekt bez znalosti miZe dosahnout spravné odpovédi — mechanismem
nahodného uhadnuti s pravdépodobnosti 1/g. Trajektorie tohoto mechanismu spolu s jejich
pravdépodobnostmi zachycuje Obr. b.

Vzorec (1) Ize upravit na tvar
p=r(g-1)/q <=

Pravdépodobnost p nespravného feseni testové polozky nahodné zvolené z mnoZiny zkousenych
poznatki je tedy men3i neZ podil zkoudené litky, ktery subjekt neovlada. Zaroveii je ziejmé, Ze
pravdépodobnost p by neméla - ani v pfipad€ uplné neznalosti (7 =1) - klesnout pod hranici
(g-1) / g, predstavujici tak jakousi "statistickou nulu" této stupnice.

odpovi spravné ... w/q

1/

subjekt neumi

/3 (g-1)/q odpovi nespravné |... 7(g-1) /g

otazka

1- odpovi spravné |... l-7
/
subjekt umi \

Obr. b 0 odpovi nespravné ... 0

Uvedeny model odvozuje chovani (p) subjektu v pfedpokladané neznamé skutecnosti (7).
Realita procesu poznani viak vyZaduje, abychom byli schopni indukce, zaloZené na inverznim
postupu: ze zndmého chovani (p) usuzovat na neznamou skutecnost (7). S vyuZitim predchoziho
vztahu a Bayesova vzorce pro inverzni pravdépodobnost se odvodi pro testovou polozku vztah
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P(subjekt umi | subjekt odpovedél spravng) = —9L=7) @
r+q(l-7)

P(subjekt umi | subjekt odpovedél nespravng) =0 .
MoZné trajektorie této Gvahy demonstruje Obr.c.

Nerovnosti o e i
-7 -1

q
poskytuji kvantitativni predstavu o tom, jak evidence examinatora o chovani subjektu mé&ni jeho
"nizor" na znalosti subjektu o tématu pokrytém testovou polozkou. Zatimco prostiedni &len
1-r piedstavuje ofckavanou miru znalosti v pfipadg, kdy ma examindtor k dispozici jenom
vicobecnou informaci o urovni znalosti v referenéni populaci, k niZ subjekt nalezi, jsou levy a
pravy len nerovnosti mirou znalosti subjektu nespravné a spréwné feSiciho aktudlni problém.

g(1- 2 lwrq(l-n) -7
spravna odpovéd’
I-7(g-1)/q
otdzka
m(g-1)/g 0 subjektumi | .. 0
hespravna odpovéd’
Obr. ¢ 1 subjekt neumi | ...z (g-1)/g

Z hlediska didaktického testu je piipad jediné tlohy spiSe jen didaktickou abstrakei.
Obvykle zahmuje test v&t3i nebo mensi podet iloh (poloZek, otazek).

Oznacme symbolem n poget tloh v testu, pokryvajicim uréitou oblast poznatki v jisté
hloubce, kterd je pedagogicky zdiivodnéna jako udelna. Uvazujme subjekt neovladajici 7 100%
latky z této oblasti, jez je pfedmétem zkoueni.

Predpokladejme, Ze testové polozky jsou nahodn& vybranymi prvky universa poznatki
zkouden¢ oblasti. To je v souladu se zicjmou snahou autora testu "pokryt”" polozkami testu
zkoudenou oblast pokud moZno rovnomérmé; test tématu ma byt reprezentativnim vzorkem védéni
o tématu. Relace "padnuti" polozck testu do podmnoZiny "7 nebo "I-7" je do jisté miry
vysledkem ndhodného mechanismu. Jeho piisobeni Ize mé&fit po&tem testovych polozek padnuvsich
do podmnoZiny poznatki, které subjekt neovlada a modelovat binomickym rozdélenim
pravdépodobnosti

) =('11]7r’(1—7r)"", (=0,1,..,n) )
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Timto pravdépodobnostnim rozdélenim je modelovan nahodny mechanismus,
kontrolujici, které z diléich poznatkli uvaZované latky zahre examinator do svého testu formou
testovych polozek.

Omaléme jako &, k£ =0, 1, ..., I pocet testovych poloZek, které zkoudeny subjekt
nedokazal vyfesit, tj., na které odpovédgl nespravng; ziejmé je potom /-k pocet polozek, které se
podafilo subjektu vyfesit, aniZ by pfisludnou ulohu znal (tzn., Z¢ spravnou lohu uhadl).

Vzijemné relace veli¢in #, / a k pfehledné znazoriiuje schéma (4)

O tom, které z / poloZek (jejichz pfedmét zkouSeny subjekt ncovlada) budou fedeny
spravné a které nesprévné, rozhoduje mechanismus nahodného uhadovéni dany volbou alternativy
odpovédi z g predlozenych nabidek. Za pfedpokladu (a) plného fungovani distraktori u viech

testovych poloZek a (b) vzdjemné nezivislosti odpovédi na poloZky - lze tento mechanismus
modelovat binomickym rozd&lenim pravdépodobnosti

raro-()(9'Q"

(k=01,..,0, @ =0l,..,n), (g=234,.),laqg dand
l n poloZek testu s volbou odpovédi J
testové polozky I polozek, jejichz n -1 poloZek, jejichz
z hlediska znalosti pfedmé&t subjekt predmét subjekt
subjektu neovlada (neumi) ovlada (umi)
n - k polozek, které subjekt

testové polozky k poloZek, které fesi spravng, z toho
z hlediska reakce subjekt fesi -k n -1 proto, ze
subjektu nespravné nahodnym pfedmét polozky

uhadnutim ovlada (umi)

(©)

Uvedeny vyraz (5) je podminéné rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliCiny, jejiz
hodnoty & predstavuji pocet chyb, kterych se subjekt dopustil pfi feSeni testu, za podminky, Ze
jind ndhodna veli¢ina, jejiz hodnoty / udavaji podet testovych polozek, které subjekt ncoviada,
nabyla zndmé trovné. Pfipad testu s polozkami, pfedpokladajicimi voln& konstruovanou odpovéd'
(essay examination), odpovidd modelové situaci s neomezené velkym poétem nabidek g¢.
Rozdéleni (5) je v takovém pfipadé jednobodové - veliiny /a k jsou totoZné. Dosihnout
spravného fedeni ulohy nahodnym uhadovanim nelze, tento mechanismus je pak z procesu
vyloucen.

Uplny vycet trajektorii téchto usudki zachycuji Obr.d a Obr.c.

Pocet chyb , kterych se zkoudeny subjekt v testu dopustil, je pfimo registrovatelny jako
vysledek zkousky, zatimco podet otazek /, jejichz predmét neovlada, examindtor pfimo méfit
nemtze. Je proto dilezité znat nepodminéné pravdépodobnostni rozdéleni poétu chyb. Odvozeni je
mozno zalozit na v&t& o uplné pravddpodobnosti. Pfitom plati (7, n, ¢ se povazuji za dané
konstanty)
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k -k
P(klzz,n,q)=ZP(kll.q)P(lln’,n): '7 rr-g;—]- ]_”q—l (6)
e k q q

Odvozené rozdéleni je opét binomické. Jeho empirickym prot&jskem je Eetnostni rozd&leni
v souboru subjekti podle poétu chyb (resp. spravnych fedeni), kterych se dopustili (resp. kterych
dosahli) pri fefeni testu. Tim jsou ziroveil vytvofeny podminky pro statistické odhadovani
parametri modelu a rovnéz pro ovéfeni opravnénosti pfedpokladii, za nichZz bylo rozdéleni
odvozeno.

Vztahy mezi clementy didaktického testu, jak je vymezuji pfisludnd pravdépodobnostni
rozdéleni, zachycuje blokové schéma nésledujiciho grafu (Obr. f). Tato rozdéleni jsou
specifikovana vzorci (3), (5) a (6) uvedenymi vy3e.

didakticky test

§ parametry #, g

realizovany subjektem|

neovladajicim 7 100%

latky
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P(4=0)
didakticky test 1=1
s parametry n, ¢ P(=1k=1)
realizovany subjektem, — P(k=1) — E \P(l=2|k= 1) _{_IT_L’
neovladajicim P(l=n|k=1) ;
7 100% latky I=n
P(k=n-1)
P(k=n) \ P(l=n-1}k=n-1
k=n-1
P(l=nlk=n-1)
Obr. e lb=n —PU=nl=n) —Li=n ]
P(| 7,n)

Obr. £

P(k| m n, q)
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Odhad podilu litky nezvladnuté subjektem

Pravd&podobnostni rozd&leni (6) vyjadiuje moznost, Ze subjekt s danou trovni 7
neznalosti zkoudeného tématu absolvuje test s & chybné vyfesenymi polozkami z n poloZek testu,
Po skon&eni zkousky nese v sob& jeji vysledek - udaj o poctu chyb k - naopak zase uréitou
informaci o tom, jak dobra (Ci $patna) muize byt Groveil z skutecnych znalosti subjektu o
zkoudeném tématu. Vytdzit tuto informaci je tikolem statistického odhadovani.

Metoda maximalni vérohodnosti poskytuje odhady dobrych vlastnosti (asymptoticky
cficientni a asymptoticky normalni). Jeji princip spodiva v tom, Ze se rozdéleni P(k|zn,q) pro
dané (4. u naseho subjektu naméfené) k vezme jako funkce L(7) argumentu 7 a hleda se hodnota
argumentu, maximizujici vyraz L(n), pfipadné jeho logaritmus

In L(n):ln(")wlnnwlnq”l +(n-k)1n(1~n"—“l)
k q q

Nutnou podminkou maxima funkce v daném bod& je nulovd hodnota jeji derivace v
tomto bod&. Tento poZzadavek vede k rovnici

dIi(z) _k _ 1 g

(n=k) —=0
én l_”q—l q
q
< o = =ik g
Redenim je vyraz T =——— Q)
ng =i

(symbol"~" nad znakem parametru znadi, Ze jde o jeho odhad).

Ponévadz interpretujeme x jako podil latky nezvladnuté subjektem, pouze fedeni
0 < 7 <1 jsou smysluplnd. Znamena to, %7 je pouZitelny odhad parametru 7 pouze pro
k < n(g-1)/g. Pro k > n(g-1)/g ma funkce L(#) resp. In L(x) maximum v bodé =z, leZicim na
hranici definiéniho oboru funkce, totiz v bodé & = 1. Funkce L(x) roste v intervalu
7 e <0, (n) (g-1) /g> a klesa pro = > (k) (g-1) /g. Pokud leZi hodnota argumentu
7= (k/n) (g-1) /q za pravou hranici oboru <0,1>, musi pickradovat bod 7 = 1 rostoucim sckem
funkce L(7) a © = 1 je bodem maxima L(z) pro 7 € <0,1>.

Maximalné vérohodny odhad parametru 7, za podminky smysluplnosti diskutované vy3e,
je tedy
= prok <n g
q-1 g-1 ®)
q-1

>

S |

£
]

pro k >n

Vratme se je8ié k odhadu (7). V terminologii testovani je vyraz k/n relativni hrubé skére
nespravnych odpovédi subjektu a odhad 7 relativni skére chyb subjektu korigované na moznost
nihodného  uhddnuti, nebo také index tdrown& nemalosti subjektu. Vedle tvaru |
7 = (ki) g/(g-1) sc pouziva také index trovné znalosti

e p st ©
Z hlediska teorie statistického odhadovani je podstatné to, Ze indexy, b&né& pouzivané pri
hodnoceni vysledki didaktickych testi. jsou statisticky interpretovatelné jako odhady parametru

pravdepodobnostniho rozdéleni (6), které bylo odvozeno za kontrolovatelny’ch predpokladi.
Parametr 7 se dd pfitom interpretovat zpiisobem - pro pedagogické predstavy pfijatelnym - jako

208



PEDAGOGICKA EVALUACE V PODMINKACH SOUCASNE CESKE $KOLY

podil latky nezvlddnuté zkouSenym subjektem. Odhad 7 byl ziskin metodou maximalni
vérohodnosti, jeZ je zirukou kvality odhadu.

Odhad (7) je vychyleny - jeho stfedni (o&ekavana) hodnota je niZdi neZ skutedna hodnota
parametru 7, takZe je odhadem neznima skuteZnost podceiiovana.

Vypocet rozptylu odhadu (7) a jeho konfrontace s Raovou-Cramerovou nerovnosti
umoziuje posoudit eficienci odhadu a jeji zvislost na parametrech didaktického testu.
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